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Введение 

Актуальность моделирования образова-

тельного процесса обусловлена необхо-

димостью повышения его эффективности. 

Проблемы оптимизации и структуризации 

функций и процедур управления и кон-

троля образовательного процесса фор-

мируют задачи применения математиче-

ского инструментария для преодоления 

затруднений в общей организации обуче-

ния [1]. 

При исследовании различных разделов 

подготовки специалистов Росгвардии часто 

приходится сталкиваться с системами, 

предназначенными для многоразового ис-

пользования при решении однотипных за-

дач [2]. В этом случае, для их решения, це-

лесообразно применение некоторых раз-

делов теории систем массового обслужи-

вания (далее – СМО) [3]. 

Например, эффективность от реализа-

ции СМО видится в описании, оптимизации 

и управлении процессами дистанционно-

го обучения, где заявки (курсанты, нужда-

ющиеся в получении образовательной 

услуги) поступают в систему в случайные 

моменты времени, а обслуживание (пре-

подаватели, технические средства обуче-

ния, библиотечные рабочие места и т. п.) 

осуществляется с помощью коммуника-

ционных каналов [4, 5]. 

Математические процедуры и алгорит-

мы СМО позволяют [6]: 

1. Построить математическую модель 

системы, которая, отбросив несуществен-

ные факторы, приближѐнно описывает 

изучаемый процесс. 

2. Получить основные характеристики 

процесса, зависящие от времени: сред-

нее время ожидания обслуживания объек-

та (например, подготовка курсанта к отве-

ту); среднее число заявок, обслуживаемых 

в единицу времени и др. 

3. Оценить влияние характера потока за-

явок, числа каналов, их производительности 

и правил работы на эффективность функ-

ционирования системы (в нашем случае 

педагогической системы подготовки спе-

циалистов Росгвардии). 

4. Выработать рекомендации по рацио-

нальному построению системы, обеспечив 

высокую эффективность еѐ функциониро-

вания.  

С помощью математического модели-

рования на основе теории массового об-

служивания можно решить следующие за-

дачи [7]: 

1. Анализ входных и выходных потоков за-

явок в образовательном процессе: как за-

явки поступают в СМО и как они обслужи-

ваются.  

2. Исследование состояния очередей – 

моделирование очередей заявок, ожида-

ющих обслуживания.  

3. Оценка качества обслуживания – рас-

чѐт среднего времени нахождения заявки в 

СМО, вероятности отказа в обслуживании и 

других показателей.  

4. Оптимизация процессов в СМО – 

например, распределение очередей за-

явок по каналам с учѐтом свойств заявок 

(например, типа обучающихся) для со-

кращения времени обслуживания.  

5. Прогнозирование динамики образо-

вательного процесса – модель позволяет 

предсказать, как изменения в условиях об-

служивания (например, уменьшение чис-

ла заявок) влияют на характеристики СМО. 

Методы, применяемые для моделиро-

вания СМО, обеспечивают [8]: 

1. Аналитическое моделирование, опи-

сывающее структуры и процессы функци-

онирования СМО, а также методики опре-

деления показателей еѐ эффективности. В 

рамках настоящей статьи аналитическая 

модель образовательной СМО будет 

сформирована с помощью математиче-

ского пакета Mathcad. 

2. Имитационное моделирование 

(например, метод статистических испыта-

ний), позволяющее визуализировать и ис-

следовать особенности функционирова-

ния СМО в течение времени и в любых воз-

можных условиях. Ниже, по тексту статьи, 

имитационная модель образовательной 

СМО будет разработана средствами 

электронных таблиц. 

Основные положения 

Математический аппарат теории мас-

сового обслуживания разработан для си-

туаций, когда случайный процесс, проте-

кающий в СМО, может считаться марков-

ским или близким к марковскому, т. е. ко-

гда вероятностные характеристики случай-

ного процесса в будущем зависят только 

от текущего состояния СМО [9]. 

Для описания образовательного про-

цесса, как СМО, необходимо определить 

его основные компоненты [10].  

Предлагается в качестве заявок (требо-

ваний), поступающих в СМО, считать кур-

сантов, участвующих в образовательном 

процессе. Они посещают занятия, прихо-

дят на зачеты и экзамены. В этом случае 

под потоком заявок будем предполагать 
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регламентированное расписание (детер-

минированный поток) или случайные собы-

тия (например, обращения курсанта за 

консультацией – это простейший пуассо-

новский поток). 

Каналами обслуживания педагогиче-

ской СМО могут считаться преподаватели 

(люди), технические средства обучения 

(лабораторные установки, тренажеры, 

компьютерные классы), рабочие места в 

библиотеке и т. п. 

Курсанты, ожидающие начала занятия 

(зачета или экзамена), консультации у 

преподавателя, получения доступа к обо-

рудованию (тренажеру) – это очередь пе-

дагогической СМО. Как правило, оговари-

вается дисциплина очереди: обычно «кто 

первым пришел, тот первым и обслужен», 

но может быть и приоритетное условие 

(например, для отстающих или дежурных 

курсантов). 

Для пояснения вышесказанного приве-

дем несколько примеров конкретных СМО, 

функционирующих внутри вуза: 

1. Лекция – это один канал СМО (препо-

даватель, читающий лекцию), обслужива-

ющий множество заявок (взвод курсантов) 

одновременно. Рассматриваемая СМО 

может быть с отказами (опоздавшему кур-

санту запрещено заходить в аудиторию) 

или с ожиданием. 

2. Лабораторная работа – это многока-

нальная СМО (несколько лабораторных 

установок, тренажеров, компьютеров) с 

ожиданием (ограничением). В этом случае 

курсанты либо работают с оборудованием 

(обслуживаются), либо ждут своей очере-

ди.  

3. Сдача зачета/экзамена у преподава-

теля – это одноканальная СМО (если пре-

подаватель один) с ожиданием, последо-

вательно обслуживающая заявки (курсан-

тов) с четким временем обслуживания. 

4. Работа курсантов в читальном зале 

библиотеки – это многоканальная СМО, 

где время обслуживания заявок (курсантов) 

случайно и неограниченно. 

Таким образом, обоснованно выбрав 

соответствующую СМО и оценив интенсив-

ность потоков (  и  , о чем будет сказано 

ниже), мы сможем оптимизировать обра-

зовательный процесс – минимизировать 

время ожидания курсантов (очередь за-

явок) и преподавателей/оборудования 

(простой каналов), обеспечив при этом 

заданную интенсивность обучения. 

Для анализа марковских случайных 

процессов, к которым относятся многие 

СМО, применяются уравнения Колмогоро-

ва [11]. 

Система уравнений Колмогорова поз-

воляет найти как текущие, так и предель-

ные вероятности состояний системы в ди-

намике. 

Применительно к образовательному 

процессу, состояние системы    – это чис-

ло курсантов, находящихся в СМО (напри-

мер, на зачете у конкретного преподава-

теля) в текущий момент времени [12]. 

Состояния СМО могут быть следующие: 

   – преподаватель свободен, курсантов 

на зачете нет; 

   – один курсант сдает зачет, очередь 

пуста; 

   – один курсант сдает зачет, один ждет 

в очереди; 

   – один курсант на зачете, (   ) кур-

сантов в очереди. 

Образовательный процесс, который мы 

пытаемся описать как СМО, относится к 

процессам с дискретными состояниями и 

непрерывным временем. Дискретность 

определяется возможностью перечисления 

состояний СМО   ,   , ...,   , а переход си-

стемы из состояния в состояние происхо-

дит «скачком», практически мгновенно, под 

воздействием потока событий. 

Если моменты возможных переходов из 

состояния в состояние не фиксированы 

заранее, а неопределенны, случайны, то 

процесс называется процессом с непре-

рывным временем. 

В нашем случае мы будем рассматри-

вать только процессы с дискретными со-

стояниями и непрерывным временем. 

Говоря о потоке событий, необходимо 

пояснить его основную характеристику – 

интенсивность   (или  ). Интенсивность слу-

чайного потока – это среднее число собы-

тий, приходящееся на единицу времени. 

Интенсивность потока может быть как по-

стоянной (       ), так и зависящей от 

времени –  ( ). 
Применительно к решаемой нами за-

даче, под интенсивностью потоков, цирку-

лирующих в образовательной СМО, мо-

жем полагать: 

  – интенсивность потока заявок, т. е. 

среднее число курсантов, приходящих на 

зачет/экзамен в единицу времени (напри-

мер, четыре курсанта в час:         ); 
  – интенсивность потока обслуживания, 

т. е. среднее число курсантов, которых 

преподаватель может принять в единицу 

времени (например, один курсант отвеча-

ет на зачете/экзамене 10 мин, следова-

тельно,         ). 
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Поясним вышесказанное на примере 

аналитического моделирования открытой 

образовательной СМО, в которой интен-

сивность потока поступающих заявок (при-

бытие курсантов на зачет/экзамен) не за-

висит от состояния самих систем (  
     ). 

Упрощенная схема открытой образова-

тельной СМО (без указания интенсивно-

стей потоков   и  ) представлена на рисун-

ке 1 [13]. 

 

 

 
 

Рисунок 1 – Упрощенная схема открытой образовательной СМО  

(без указания интенсивностей потоков   и  ) 

 

Figure 1 – Simplified diagram of an open educational СМО 

(without specifying the flow intensities λ and μ) 

 

Графически все возможные переходы 

из состояния в состояние, а также интен-

сивности потоков случайных событий,  

 

 

под воздействием которых эти переходы 

возможны, изображаются в виде разме-

ченного графа (рисунок 2).  

 

 
 

Рисунок 2 – Размеченный граф состояний одноканальной СМО с ограниченной очередью 

 

Figure 2 – Marked state graph of a single-channel СМО with a limited queue 

 

Размеченный граф обеспечивает визуа-

лизацию процесса, улучшает понимание 

процедур и принципов формирования 

уравнений Колмогорова. Эти уравнения 

представляют собой систему линейных 

дифференциальных уравнений, описыва-

ющих вероятности нахождения СМО в со-

стоянии    в момент времени  . 
Воспользуемся для математического 

описания элементов образовательного 

процесса и построения открытой однока-

нальной СМО с открытой очередью специ-

ализированным математическим пакетом 

Mathcad [14]. 

Благодаря многообразию встроенных в 

Mathcad функций, большинство задач 

требуют минимум времени для их 

 

 

решения. В нашем случае мы воспользу-

емся элементами программирования в 

среде Mathcad; встроенными функциями, 

которые позволяют решать задачу Коши 

различными численными методами (мето-

дом Рунге-Кутты с фиксированным ша-

гом); алгоритмами построения графиков 

функциональных зависимостей (визуали-

зация изменения вероятностей состояний 

СМО во времени) [15]. 

Предоставляемые Mathcad возможно-

сти объединения отдельных вычислительных 

модулей в единый комплекс позволили ав-

томатизировать проведение необходимых 

процедур по аналитическому моделиро-

ванию образовательного процесса, как 

СМО, на примере сдачи курсантами заче-

та. 
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Ниже (рисунок 3 – рисунок 9) представ-

лены основные этапы автоматизации про-

цесса построения и анализа уравнений 

Колмогорова, моделирующие структуру и 

функционал элемента (зачет/экзамен) 

образовательного процесса. 

Рисунок 3 демонстрирует определение 

и ввод начальных данных моделируемой 

открытой образовательной СМО (за-

чет/экзамен). Изменение параметров 

СМО (изменение количества преподавате-

лей на зачете или интенсивностей случай-

ных потоков) влечет за собой автоматиче-

ский пересчет на всех последующих эта-

пах моделирования. 

 

 

 
 

Рисунок 3 – Процедура определения и ввода начальных условий моделируемой открытой 

образовательной СМО (зачет/экзамен), выполненная в среде математического пакета 

Mathcad 

 

Figure 3 – Procedure for determining and entering the initial conditions of a simulated open ed-

ucational СМО (test/exam), implemented in the Mathcad mathematical package environment 

 

Ключевым моментом моделирования 

образовательной СМО является разработ-

ка алгоритма (рисунок 4) и формирова-

ние системы уравнений Колмогорова (ри-

сунок 5). 

 

 

 
 

Рисунок 4 – Алгоритм формирования системы уравнений Колмогорова в зависимости от 

вида СМО, выполненный в среде математического пакета Mathcad 

 

Figure 4 – Algorithm for forming a system of Kolmogorov equations depending on the 

type of СМО, implemented in the Mathcad mathematical package 
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Рисунок 5 – Результат автоматизации процедуры формирования системы уравнений Кол-

могорова, выполненной в среде математического пакета Mathcad 

 

Figure 5 – The result of automating the procedure for forming a system of Kolmogorov equations 

using the Mathcad mathematical package 

 

Достоинство разработанного алгорит-

ма (рисунок 4) видится в автоматизации 

процедуры построения системы уравне-

ний Колмогорова (рисунок 5). В зависимо-

сти от того, сколько каналов (преподавате-

лей), заявок (курсантов) и какова длина 

очереди, будет меняться количество состо-

яний СМО. В нашем случае – семь состоя-

ний (шесть курсантов и один преподава-

тель), каждому состоянию соответствует 

своя вероятность (     ,      , ...,      ). 
При изменении количества состояний, 

например, до десяти – разработанный 

 

 

алгоритм автоматически составит систему 

из одиннадцати уравнений. 

Следующая процедура связана с ре-

шением сформированной системы урав-

нений Колмогорова относительно вероят-

ностей состояния СМО (рисунок 6). Для 

решения этой задачи численным методом 

применялся вычислительный блок про-

граммы          ⁄ . В результате получены 

предельные (финальные) вероятности со-

стояний образовательной СМО (  ,   , ..., 

  ). 
 

 
 

Рисунок 6 – Процедура решения системы уравнений Колмогорова относительно вероят-

ностей состояния СМО, выполненная в среде математического пакета Mathcad 

 

Figure 6 – Procedure for solving the Kolmogorov system of equations for the probabilities of the 

СМО state, performed in the Mathcad mathematical package environment 

 

Значения предельных вероятностей со-

стояний системы присутствуют в аналити-

ческих формулах, позволяющих оператив-

но рассчитать основные характеристики  

 

СМО: время обслуживания заявки (прием 

зачета/экзамена); среднее время ожида-

ния очереди; среднее число объектов (кур-
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сантов), обслуживаемых (сдавших зачет) 

за единицу времени и другие (рисунок 7).  

По характеристикам, представленным 

на рисунке 7, можно оценить эффектив-

ность функционирования СМО. Так, если 

вероятность простоя образовательной 

СМО велика, то это означает, что число ка-

налов обслуживания (количество препода-

вателей, принимающих зачет/экзамен) яв-

ляется избыточным. Если среднее число 

объектов в очереди велико, то число кана-

лов (преподавателей) недостаточно. 

 

 

 
 

Рисунок 7 – Процедуры расчета основных характеристик функционирования образова-

тельной СМО, выполненные в среде математического пакета Mathcad 

 

Figure 7 – Procedures for calculating the main characteristics of the educational СМО’s func-

tioning, performed in the Mathcad mathematical package environment 

 

В математическом макете Mathcad 

имеются встроенные функции, которые 

позволяют решить систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ) в 

виде задачи Коши различными численными 

методами.  

Одна из функций        (            ) 
позволяет построить модель изменения ве-

роятностей состояний СМО во времени, на 

основе метода Рунге-Кутты с фиксирован-

ным шагом [16]. 

Реализация встроенной функции 

       (            ) для решения числен-

ным методом системы ОДУ Колмогорова 

представлена на рисунке 8. 

 

 
 

Рисунок 8 – Процедура решения численным методом системы ОДУ Колмогорова, выпол-

ненная с помощью встроенной в Mathcad функции        (            ) 
 

Figure 8 – Numerical solution of the Kolmogorov ODE system using the built-in Mathcad function 
       (            ) 
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Для лучшего понимания и дальнейшей 

трактовки результатов решения системы 

ОДУ Колмогорова целесообразно визуа-

лизировать их динамику, что и представле-

но на рисунке 9. Графики позволяют сопо-

ставить друг с другом изменения вероятно-

стей состояний СМО во времени, оценить 

предельные вероятности и сравнить их зна-

чения с результатами, представленными на 

рисунке 6 (с помощью блока          ⁄ .). 

Значения предельных вероятностей состоя-

ний СМО совпадают. 

 

 

 
 

Рисунок 9 – Процедура визуализации результатов решения системы ОДУ Колмогорова, вы-

полненная в среде математического пакета Mathcad 

 

Figure 9 – Visualization procedure for solving the Kolmogorov ODE system using the Mathcad 

mathematical package 

 

Видится целесообразным, в рамках 

данной статьи, привести примеры имита-

ционного моделирования образовательных 

СМО, реализованных возможностями элек-

тронных таблиц [13]. 

Помимо визуализации элементов СМО, 

создание курсантами имитационной мо-

дели средствами электронных таблиц (ко-

гда не требуется специализированного 

программного обеспечения) позволяет им 

лучше разобраться в процедурах модели-

рования и оптимизации, глубже понять 

функционал исследуемого явления, помо-

гает оценить варианты предполагаемых 

изменений в СМО. 

 

 

В качестве примера, как и в случае ана-

литического моделирования, рассмотрим 

простую СМО: число каналов равно еди-

нице (один преподаватель принимает за-

чет/экзамен), количество заявок (курсан-

тов) – 20, время ожидания (очередь на об-

служивание заявки) неограниченно, время 

между заявками (прибытие курсанта на 

зачет/экзамен) и время обслуживания за-

явок (сдача курсантом зачета/экзамена) 

являются случайными величинами с показа-

тельным законом распределения (сред-

нее время ответа курсанта на зачете – 

         , среднее время подготовки кур-

санта к ответу –          ) (рисунок 10) 

[17]. 
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Рисунок 10 – Результат построения имитационной модели одноканальной СМО (проведе-

ния зачета одним преподавателем), выполненной в среде электронной таблицы 

 

Figure 10 – The result of building a simulation model of a single-channel СМО (conducting a test 

by a single teacher) using a spreadsheet 

 

Показательный закон распределения 

случайных величин: продолжительности 

подготовки курсанта к ответу (  ) и продол-

жительности ответа курсанта на зачете (  ) 

моделировался с помощью ввода в соот-

ветствующие ячейки выражений    
        (     ( )) и          
  (     ( )) с последующим копирова-

нием каждой на 19 ячеек вниз. 

В последнем столбце (вспомогательный 

столбец) рассчитывается величина 

        , где    – время ожидания кур-

санта перед началом ответа на заче-

те/экзамене. 

Если значение величины          яв-

ляется отрицательным, то это означает, что 

следующая заявка поступит после того, как 

будет обслужена текущая и потому время 

ее ожидания будет равно нулю, а в против-

ном случае время ожидания составит 

        , т. е. применяем логическую 

функцию:        (         ). 
Помимо таблицы, на рисунке 10 пред-

ставлена временная диаграмма заявок  

 

 

(продолжительность ответа курсанта – зе-

леный цвет полосы на диаграмме) и ожи-

даний в очереди (продолжительность ожи-

дания курсанта перед ответом – красный 

цвет полосы на диаграмме). 

При нажатии клавиши    происходит 

обновление значений случайных величин    

и   , что влечет за собой изменение всех 

чисел как в таблице, так и на диаграмме. 

Данная процедура позволяет курсантам 

наглядно представить функционал изучае-

мого процесса, а относительная простота 

создания имитационной модели способ-

ствует отработке навыков по ее формиро-

ванию и применению в служебной дея-

тельности. 

В электронных таблицах имеется воз-

можность осуществить имитационное мо-

делирование СМО с учетом начального 

времени (рисунок 11). Для этого вводятся 

поправки в созданной ранее модели СМО 

(рисунок 10), позволяющие перевести 

временные характеристики в более 

наглядный формат (час:мин). 
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Рисунок 11 – Результат построения имитационной модели одноканальной СМО с учетом 

начального времени (час:мин.), выполненной в среде электронной таблицы 

 

Figure 11 – The result of building a simulation model of a single-channel MSO, taking into ac-

count the initial time (hours:minutes), performed in a spreadsheet environment 

 

Появляется возможность узнать время 

прибытия курсанта на зачет/экзамен, вре-

мя начала и окончания его ответа, время 

окончания зачета/экзамена в часах и ми-

нутах. 

Относительная легкость в построении 

имитационной модели СМО с помощью 

электронной таблицы позволяет в доступ-

ной и понятной для курсантов форме при-

менять основы теории массового обслу-

живания при решении ими простых при-

кладных задач, когда с помощью неслож-

ной имитации можно получить полезную 

информацию для принятия решений [18]. 

Заключение 

В статье рассмотрены возможности 

применения аппарата теории массового 

обслуживания для математического опи-

сания и оптимизации элементов образова-

тельного процесса при подготовке специ-

алистов Росгвардии. Показано, что моде-

лирование учебного процесса в терминах 

СМО позволяет формализовать и анализи-

ровать такие повторяющиеся процедуры, 

как проведение занятий, контроль знаний, 

консультации и использование учебно-

материальной базы. 

Предложенный подход включает два 

взаимодополняющих метода моделирова-

ния: 

Аналитическое моделирование на базе 

уравнений Колмогорова, реализованное в 

среде Mathcad, которое позволяет полу-

чить стационарные и динамические харак-

теристики системы, оценить влияние 

 

параметров (интенсивности потоков, числа 

каналов, длины очереди) на эффектив-

ность процесса. 

Имитационное моделирование сред-

ствами электронных таблиц, обеспечива-

ющее наглядное исследование поведения 

системы во времени, анализ сценариев и 

проверку устойчивости решений. 

Практическая значимость работы заклю-

чается в создании инструментария для: 

оптимизации расписаний и нагрузки 

преподавателей; 

сокращения времени ожидания курсан-

тов; 

повышения эффективности использова-

ния учебного оборудования; 

планирования ресурсов при проведе-

нии контрольных мероприятий. 

Использование моделей СМО в образо-

вательном процессе Военной академии 

войск национальной гвардии способствует 

не только совершенствованию организа-

ции обучения, но и формированию у бу-

дущих офицеров навыков системного 

анализа и принятия решений в условиях 

неопределѐнности, что напрямую связано 

с их будущей профессиональной деятель-

ностью [19]. 

Таким образом, применение методов 

теории массового обслуживания в образо-

вательном процессе является эффектив-

ным средством повышения его качества и 

управляемости, а также способствует раз-

витию математической культуры и аналити-

ческого мышления [20]. 
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Выводы 

1. Теория массового обслуживания 

предоставляет адекватный и эффективный 

математический аппарат для формализа-

ции, анализа и оптимизации ключевых 

элементов образовательного процесса, в 

основе которых лежат повторяющиеся 

процедуры с участием потоков заявок 

(курсантов) и каналов обслуживания (пре-

подавателей, технических средств, рабо-

чих мест). 

2. Реализация аналитического подхода 

на базе уравнений Колмогорова в среде 

Mathcad позволяет строить детерминиро-

ванные модели учебных ситуаций (напри-

мер, приѐм зачѐта или экзамена), рассчи-

тывать их основные характеристики (веро-

ятности состояний, среднее время ожида-

ния, загрузку каналов) и оценивать влияние 

изменения параметров на эффективность 

процесса. 

3. Использование имитационного моде-

лирования в электронных таблицах даѐт 

возможность исследовать динамику обра-

зовательных СМО в реальном времени, 

учитывать стохастический характер собы-

тий и проводить сценарный анализ для 

обоснования управленческих решений. 

4. Комплексное применение аналити-

ческих и имитационных моделей создаѐт 

инструментальную основу для: 

рационального планирования учебной 

нагрузки; 

минимизации простоев преподавате-

лей и учебного оборудования; 

сокращения времени ожидания курсан-

тов; 

повышения общей эффективности ис-

пользования ресурсов образовательной 

организации. 

5. Внедрение методов моделирования 

СМО в подготовку курсантов Росгвардии не 

только оптимизирует учебный процесс, но 

и способствует формированию у будущих 

офицеров компетенций в области си-

стемного анализа, математического мо-

делирования и принятия решений в услови-

ях неопределѐнности, что напрямую отве-

чает требованиям их профессиональной 

деятельности. 

Таким образом, применение алгорит-

мов и процедур теории массового обслу-

живания для математического описания 

образовательного процесса является науч-

но обоснованным и практически значимым 

направлением совершенствования систе-

мы подготовки специалистов силовых ве-

домств. 
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